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Modele d’'lsing unidimensionnel

La distribution associé au modele d'lsing unidimensionnel avec trois
états est défini pour tout x = (xq, - - ,x,,) € X par :

n—1
1 1
m(x) = Z_T exp {? Z (1{Xk:Xk+1} - ]I{Xk7éxk+1})}

k=1
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Modeéle d’lsing unidimensionnel

La distribution associé au modele d'lsing unidimensionnel avec trois
états est défini pour tout x = (xq, - - ,x,,) € X par :

n—1

1 1

m(x) = Z_T exp{ T Z (1{Xk:Xk+1} - ]l{XlﬁéXkJrl})}
k=1

o x ={c1, e, c3}" : I'espace des états.

e T :la témperature

1
o 71 = Zexp {? Z L} — ]l{xk;ﬁxkﬂ})} . la constante de
k=1

xXexX
normalisation.
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Matrice de Transition

p

Ir(y | x) si xj 7 yj pour j # i

Pix,y)=4 1= Y alyilx) i x=y

i=1 y;e{c,c,c3}

0 sinon
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Matrice de Transition

;

%W(Yi|x) Si Xj # yj pour j # i

Pix,y)=4 1= Y alyilx) i x=y

i=1 y;e{c,c,c3}

-0 sinon
e ol
m(yi | x) = 377(’(1’ e Xi_1, Vi Xig1, 5 Xn)
D o wlan Xie1, G X1 Xn)
I=1
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Propriétés de la matrice P

e La matrice P est réversible.
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Propriétés de la matrice P

e La matrice P est réversible.

e P vérifie I'équation suivante (detailed balance equation) :

Qlx,y) == m(x)P(x,y) = 7(y)P(y,x) == Q(y,x)  Vx,y € x.
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Propriétés de la matrice P

e La matrice P est réversible.

e P vérifie I'équation suivante (detailed balance equation) :

Qlx,y) == m(x)P(x,y) = 7(y)P(y,x) == Q(y,x)  Vx,y € x.

e la mesure de Gibbs 7 est P-invariant. ie :
TP(x) = m(x) Vx € x.

e Les valeurs propres associées a la matrice P sont définies comme
suit :
1=03y>p1=>B>2By-1>—-L
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Théoreme ( Diaconis et Stroock 1991)

Soit P une matrice réversible, m sa mesure invariant et de plus soit P
irréductible alors pour tout x € y et k € N :

411 P(x )= [By= (1 Py =miy) ) < 2T gy

= m(x)
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Théoreme ( Diaconis et Stroock 1991)

Soit P une matrice réversible, m sa mesure invariant et de plus soit P
irréductible alors pour tout x € y et k € N :

1 —m(x)

4 PX(x,.) = |]2,= (Z|kay ()|)2§ )

YEX

avec §* = max{f1, |Bjy-1/}

(B~
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Théoreme ( Diaconis et Stroock 1991)

Soit P une matrice réversible, m sa mesure invariant et de plus soit P
irréductible alors pour tout x € y et k € N :

411 P(x )= [By= (1 Py =miy) ) < 2T gy

= m(x)

avec §* = max{f1, |Bjy-1/}

Diaconnis et Stroock [1] ont donné une borne de /3,

1

b < 1——
K
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Théoreme ( Diaconis et Stroock 1991)

Soit P une matrice réversible, m sa mesure invariant et de plus soit P
irréductible alors pour tout x € y et k € N :

411 P(x )= [By= (1 Py =miy) ) < 2T gy

= m(x)

avec §* = max{f1, |Bjy-1/}

Diaconnis et Stroock [1] ont donné une borne de /3,

1

b < 1——
K

avec

K =max Qe Z Yoy | (x) 7 (y)

ecE
Yxy D€

® |7, | désigne la longueur de la trajectoire .
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Description des trajectoires

De la méme fagon que Shiu et Chen (voir [5]), on définit une
trajectoire pour chaque pair (x,y) donné comme suit :
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Description des trajectoires

De la méme fagon que Shiu et Chen (voir [5]), on définit une
trajectoire pour chaque pair (x,y) donné comme suit :

Pour un pair de configurations x, y € Y, il existe une suite croissante
dy, -, dny telle que :

o X; £ Y pour € {dy, - ,dn}

o X; =Y, sinon.
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Description des trajectoires

De la méme fagon que Shiu et Chen (voir [5]), on définit une
trajectoire pour chaque pair (x,y) donné comme suit :

Pour un pair de configurations x, y € Y, il existe une suite croissante
dy, -, dny telle que :

o X; £ Y pour € {dy, - ,dn}
o X; =Y, sinon.
(Xla"' :Xn) = ()/17"' y Ydi—15 Xdyy Xdy+15 * 5 Xdoa—15 Xdpy Xdp+15 " * 7Xn)
— (yla"' y Ydi—15 Ydis Xdi+15 " 5 Xdp—15 Xdos Xdp+15 " " 7Xn)
= (y17"' s Ydi—15 Yy Yei+15 5 Ydo—15 Xdos Xdp+15 " * ,X,,)
— (.yla"' y Yai—1y Ydis Ydi+15 " 5y Ydo—15 Ydos Xdp+15 " * 7Xn)
- (ylu"' 7_yn)~
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Borne de [ :

Soit e = (e7, e™) avec

e ={z, - ,z-1,2,Ziy1, ** ,Zn}

et
+ /
€ _{217"' ,Z,'_]_,ZI,ZH_]_,"' 7Zn}-
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Borne de [ :

Soit e = (e7, e™) avec

e ={z, - ,z-1,2,Ziy1, ** ,Zn}
et

+ /
€ = {217"' yZi—1,Zj5 Zi41, """ 7Zn}'

On traite le cas i # {1, n}. Soit z; = ¢; et z/ = ¢, alors la matrice de
transition est :
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Soit e = (e7, e™) avec

e ={z, - ,z-1,2,Ziy1, ** ,Zn}
et

+ /
€ = {217"' yZi—1,Zj5 Zi41, """ 7Zn}'

On traite le cas i # {1, n}. Soit z; = ¢; et z/ = ¢, alors la matrice de
transition est :

P(e™, e+) _ l exp %(]l{zl'—FCz} — 1 o) + Lo=z0) — ]l{Cz#Zm})

RE 1 ,
2P = (Liai=g) — Mzl + Lig=ain) — Mgz
j=1
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Une paire de configurations (x, y) passant par e prend la forme
suivante :

X = (X1,X2, e, Xi—1, G, Zig, ,Zn)
et
y = (21722a"' y Zi—1,C2, Yit1, " 7.yn)'
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Une paire de configurations (x, y) passant par e prend la forme
suivante :

X = (X1,X2, e, Xi—1, G, Zig, 7Zn)
et
y = (21;227"' y Zi—1,C2, Yit1, " 7.yn)'

Alors les mesures de probabilités associées sont :

i—2
1 1
71-(X) = Z_T exp {? ( Z(]l{xk’:)(k’+1} - ]]'{Xk’7éxk’+1})

k'=1

+ (]l{Xi—1:C1} - ]l{Xi—ﬁﬁCl} + ]l{C1:Zi+1} - ]]‘{C15£Zi+1})>

n—1
+ Z (]]'{Zk’:Zk’+1} - ]l{zk/7ézk/+1})}

K'=i+1
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et
i—2

1 1
m(y) = Z; &P {7 < Y Ooymzpt = Lpragn))

k'=1

+ (Lz1=a) — Vaazor + Lio=ya) — ]1{c2¢y,-+1})>

n—1
+ Z (]]'{.Vk’:yk’+1} - ]l{}’k/7é}’k/+1})}'

K'=i+1
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et
i—2

1 1
m(y) = Z; &P {7 < Y Ooymzpt = Lpragn))

k'=1

+ (Lz1=a) — Vaazor + Lio=ya) — ]1{c2¢y,»+1})>

n—1
+ Z (]]'{.Vk’:.)/k’+1} - ]l{}’k/7é}’k/+1})}'

K'=i+1

i—2
_ 1 1
W(e ) = Z_T exp {? ( Z(]l{zk’:zk’Jrl} o ]l{zk/7ézk/+1})

k'=1

+ (]l{zi—1=C1} - ]]‘{Zi—l?écl} + ]l{C1=Zi+1} - 1{C17'52i+1})>

n—1
+ Z (]l{zk’:Zk’-H} - ]l{zk/7ézk/+1})}‘

K'=i+1
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Ce qui donne :

we) 7y 7 ( D (Mgmsod — Tiggrat) + Lizi=a)

k'=1

n—1
— 1 ey + Z (]l{yk’:yk’Jrl} - ]l{yk/¢yk'+1})> }
k'=i+1

1
X exp {?(]l{xi—l—cl} - ]l{Xi—ﬁéCl} + ]l{zi—1:C2} - ]l{Zi—l?sz}

+ ]l{C2=yl'+1} - ]1{6275}/i+1}) } (1)
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Ce qui donne :

we)  Zr 7 ( D (Mgmsod — Tiggrat) + Lizi=a)

k'=1

n—1
- ]l{ziflicl} + Z (]l{yk/:ykurl} o 1{yk/¢yk/+1})> }
k'=i+1

1
X eXp {?(]l{x,-_l—cl} - ]l{X,‘_l?écl} + ]l{zi—lzf:Z} - ]l{zi—17£C2}
+ ]l{C2=yl'+1} - ]1{6275}/i+1}) } (1)

On note par :
(Xa Ch)’) = (X17X27' L Xi—1, L Yiv, ,Yn—17Yn) pour / € {1a273}

Onremarque que : | {(x.c1,y).(x,@.¥). (x.c3,¥)} = x.

(Xv}/):'VXyBG
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Alors I'équation (1) devient :

_ 1
Q(e) 171-()()71-(}/) = mT(Xa C1, y) €Xp {?( - ]]‘{C1:Yi+l} + ]1{6175}/:'+1}
+]1{Zi—1:52} - ]l{zl;ﬁécz} + ]1{62:yf+1} - ]l{C2¢Yi+1}

gz =a) + ]l{ZfﬁéCl})} + nm(x, ¢, y)

1
X exp {?( - ]l{XFl:CQ} + ]l{Xi—l3£52} - ]l{ziq:Cl}

+ 1 e L =a) — Lixasta) — o=z}

I ,
+ ]1{62¢Zi+1}) } Z eXp {T <L{Z/'—1:Cj} — Lz 120

j=1,3

7L/ﬂ{Cj:Zf—l} - I{CJ#ZM}) }
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Une arréte e qui atteint le max doit satisfaire :

Zi1 = 3 = Zj41.
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Une arréte e qui atteint le max doit satisfaire :
Zi1 = 3 = Zj41.

Ce qui donne :
1 1
Q(e) 71-(X)W(y) < n7r(x, Cl))’) exp ?( — L=y} + Lty
+ L=y} — 1{C2¢Yi+1})}
4 1
+n(1+eT)m(x e y) exp 4 = (= Lix =)

+ ll{xi—17éc2} + ]I{Xi71=61} - ]l{XifﬁfCl}) } (2)
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Pour | = 1,2, 3 on définit les sous-ensembles y; de x par :

vi= U et

(XaY):'nyae
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Pour | = 1,2, 3 on définit les sous-ensembles y; de x par :

vi= U et

(XaY):'nyae

Alors la somme de (2) est égale a :

1
Q)™ X 7(xIaty) < 1 Y- wlw)exp { (= L) + Liaien

Yxy D€ wex1
+ ]l{C2:Wi+1} - ]l{c27éwi+1})} (3)
. 1
Fa1+e) S a(w) e { (= Lime

wEX2

+ ]l{Wi717éC2} + ]l{W;71=C1} - ]l{WiﬁéCl})} (4)
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Calcul des sommes dans (3) et (4) :

On définit pour k € {1,2,3} les trois espaces suivants :

Wi ={wex, wi=a, w1 =c}
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Calcul des sommes dans (3) et (4) :

On définit pour k € {1,2,3} les trois espaces suivants :
Wi ={wex, wi=a, w1 =c}

Pour toute configuration £ € W, il 31 €2 € W, telles que :

Amine Helali (UBO - Univ. Paris-Nanterre) Brest, 15 -17 Octobre 2018 15 / 25



Calcul des sommes dans (3) et (4) :

On définit pour k € {1,2,3} les trois espaces suivants :
Wi ={wex, wi=a, w1 =c}

Pour toute configuration £ € W, il 31 €2 € W, telles que :
e Sik<i, & =¢&
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Calcul des sommes dans (3) et (4) :

On définit pour k € {1,2,3} les trois espaces suivants :
Wi ={wex, wi=a, w1 =c}

Pour toute configuration £ € W, il 31 €2 € W, telles que :
e Sik<i, & =¢&
@ Sik>i+1, alors:

o Si&l=calors 2 =c

o Si fi = ¢ alors fi =q

o Si &} =cjalors £2 = c3.
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Calcul des sommes dans (3) et (4) :

On définit pour k € {1,2,3} les trois espaces suivants :
Wi ={wex, wi=a, w1 =c}

Pour toute configuration £ € W, il 31 €2 € W, telles que :
e Sik<i, & =¢&
@ Sik>i+1, alors:
o Si&l=calors 2 =c
o Si fi = ¢ alors fi =q
o Si &} =cjalors £2 = c3.
De méme, pour toute configuration ¢ € Wi, il 31 €3 € W telles
que :

Amine Helali (UBO - Univ. Paris-Nanterre) Brest, 15 -17 Octobre 2018 15 / 25



Calcul des sommes dans (3) et (4) :
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Calcul des sommes dans (3) et (4) :

On définit pour k € {1,2,3} les trois espaces suivants :
Wi ={wex, wi=a, w1 =c}

Pour toute configuration £ € W, il 31 €2 € W, telles que :
e Sik<i, & =¢&
@ Sik>i+1, alors:
o Si&l=calors 2 =c
o Si 5,1 = ¢ alors fi =q
o Si &} =cjalors £2 = c3.
De méme, pour toute configuration ¢ € Wi, il 31 €3 € W telles
que :
e Sik<i, & =¢&
@ Sik>i+1,alors:
o Si &l =c alors & = c3
o Siél=czalors & =
e Si fi = ¢ alors 5,% = 0.
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Cette identification : £ — €2 et £ — €3 satisfait :

(€Y = eTm(€?) = eTn(€?).
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Cette identification : £ — €2 et £ — €3 satisfait :

STaw)=eT Y w(w)=e7 Y w(w). (5)
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Cette identification : £ — €2 et £ — €3 satisfait :

n(¢) = e

i
N
—
Iy
N
N—r
I
(¢}
i
N
—
Iy
w
N

Ce qui donne :
STaw)=eT Y w(w)=e7 Y w(w).
we W, weW, W€W3

De plus, on a :
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Les équations (5) et (6) donnent :

1 1
Y m(w)erMatin THasnn e e =~ (7)
3

wEX1
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Les équations (5) et (6) donnent :

1 1
Y m(w)erMatin THasnn e e =~ (7)
3

wEX1

Par des arguments similaires on obtient :

(8)

1
E 77-( W)eT(_n{Wifle}Jr]l{Wi—1¢c2}+]1{Wi—1:‘31}_1{wi71#51}) —

w| =

weEX,Wi==c
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Les équations (5) et (6) donnent :

1 1
5 7T(W) T zwir " Ya=wi ) T o=wi} Larw)) — —. (7)
3
wEX1
Par des arguments similaires on obtient :

1
E 77-( W)e?(_n{wiflzcﬁ’—‘r]l{Wi—1¢c2}+]1{Wi—1:‘31}_1{wi71#51}) —

weEX,Wi==c

(8)

w| =

Finalement, on a :

k= max Q(e)™* Z Yy [T ()7 ()

ecE
(X,y),'yXyB(:‘
2

S+et).

| /\
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Casaubord: i =1o0un

e Pouri=1:
Les configurations x et e~ coincident et le maximum est atteint pour
Z1 = (1 OuU Gs.
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Casaubord: i =1o0un

e Pouri=1:
Les configurations x et e~ coincident et le maximum est atteint pour
Z1 = (1 OuU Gs.
Ce qui donne :

Q)™ 3~ I Im()m(y) < S (2 + €7).

YxyDe

Amine Helali (UBO - Univ. Paris-Nanterre) Brest, 15 -17 Octobre 2018 18 / 25



Casaubord: i =1o0un

e Pouri=1:
Les configurations x et e~ coincident et le maximum est atteint pour
Z1 = (1 OuU Gs.
Ce qui donne :

Q)™ 3~ I Im()m(y) < S (2 + €7).

e Pouri=n:
Les mémes calculs donnent un résultat similaire.
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Casaubord: i =1o0un

e Pouri=1:
Les configurations x et e~ coincident et le maximum est atteint pour
Z1 = (1 OuU Gs.
Ce qui donne :

Q)™ 3~ I Im()m(y) < S (2 + €7).

e Pouri=n:
Les mémes calculs donnent un résultat similaire.

Remarque

Ce calcul est donné pour le cas ol z; = ¢; et z! = ¢,. Evidemment on
obtient le méme résultat dans les autres cas, z; = c¢; et z! = ¢c3,- - -
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Théoreme (Helali)

La deuxiéme plus grande valeur propre associée a I'algorithme de
I’échantillonneur de Gibbs pour le modéle d'lsing unidimensionnel a
trois états satisfait :

e
fr<1l—3m2—
' 14 2e™

s

I
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Théoreme (Helali)

La deuxiéme plus grande valeur propre associée a I'algorithme de
I’échantillonneur de Gibbs pour le modéle d'lsing unidimensionnel a
trois états satisfait :

s

b1 <1 —3n72

I

e
14 2e™

A\

Théoreme (Helali)

La deuxiéme plus grande valeur propre associée a |'algorithme de
I'échantillonneur de Gibbs pour le modeéle d'Ising unidimensionnel a
plusieurs états satisfait
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Borne de la plus petite valeur propre en valeur

absolue

Le théoreme 5.3 introduit par Ingrassia (1994) (voir [4]) donne une
borne inférieure de la plus petite valeur propre :

2

Bix-1 =2 -1+ ——%
= 1+ (c—1)e

—i>
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Borne de la plus petite valeur propre en valeur

absolue

Le théoreme 5.3 introduit par Ingrassia (1994) (voir [4]) donne une
borne inférieure de la plus petite valeur propre :
2
By-1> -1+ ——.
I 1+ (c—1)e?

Pour le modele d'lsing unidimensionnel, c =3 et A = 2.
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Borne de la plus petite valeur propre en valeur

absolue

Le théoreme 5.3 introduit par Ingrassia (1994) (voir [4]) donne une
borne inférieure de la plus petite valeur propre :

2

Biyl-1 > -1+ ——5.
=1 1+ (c—1)e?

Pour le modele d'lsing unidimensionnel, c =3 et A =2. Alors:

2 2 2
‘5\x|—1‘§|_1+ g‘zl_ ,<1_ 2 2
2eT 1+ 2eT eT + 2eT
—2 —4
<1-3n 27— —1-3n7 iT
2e 7 +1 2eT +1
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La borne de Chen et Shiu (2015)

Chen et Shiu (voir [5]) ont considéré une mesure de probabilité
définie sur I'espace des états :

X = {_17 l}n
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La borne de Chen et Shiu (2015)

Chen et Shiu (voir [5]) ont considéré une mesure de probabilité
définie sur I'espace des états :

X = {_17 l}n

Dans ce travail on a étudié tout d'abord le cas ou

X = {C17 G, C3}n
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La borne de Chen et Shiu (2015)

Chen et Shiu (voir [5]) ont considéré une mesure de probabilité
définie sur I'espace des états :

X = {_17 l}n
Dans ce travail on a étudié tout d'abord le cas ou
X = {C17 G, C3}n

puis le cas général
n
x ={c, e}
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La borne de Ingrassia (1994)

L'application de la borne de Ingrassia (voir [4]) au modele d'Ising
unidimensionnel donne :

1+2€27}>”_1 =
E— e .
3

ﬁlgl—n_2(

Amine Helali (UBO - Univ. Paris-Nanterre) Brest, 15 -17 Octobre 2018 22 /25



La borne de Ingrassia (1994)

L'application de la borne de Ingrassia (voir [4]) au modele d'Ising
unidimensionnel donne :
-1
27 \ n—1
1o (L2

Ceci differe au résultat donné dans cet exposé par le facteur :

eT 4+ 27 (1 + 2e‘21r>"—1

0 —
3 3

0 est trés petit pour n large car 1 + DeaT < 3.
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Un résultat en dimension deux

X = {_17 +1}n2 .
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Un résultat en dimension deux

X = {_17 +1}n2 .

B
B
|
—_
>
>
|
-

ow(x):ZiTexp{%( xfxf+1+ X’JXIJH)} Vx,y € X.
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Un résultat en dimension deux

X = {_17 +1}n2 .

B
B
|
—_
>
>
|
-

ow(x):ZiTexp{%( xfxf+1+ X’JXIJH)} Vx,y € X.

e On construit la matrice P a I'aide de I'échantillonneur de Gibbs.
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Un résultat en dimension deux

X = {_17 +1}n2 .

B
B
|
-
>
>
|
-

ow(x):ZiTexp{%< xfxf+1+ X,JX,JH)} Vx,y € X.

e On construit la matrice P a I'aide de I'échantillonneur de Gibbs.

Théoreme (Franke et Helali)

La deuxieme plus grande valeur propres associée a I'algorithme de
I"échantillonneur de Gibbs pour le modéle d’Ising deux-dimensionnel a
deux états satisfait

—2(2n+1)
B <1—nte T
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Merci de votre attention!

Questions ?
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