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Version classique

Soit g I'algébre de Lie d'un groupe connexe et réductif G sur C, B
un sous groupe de Borel, X = G/B une variété de drapeaux et t
I'algébre de Lie d’un tore maximal T de G.

Pour tout caractére A € t*, il existe un faisceau sur X d’algébres
non-commutatif D, appelé le faisceau des opérateurs
différentiels tordus.

Théoréme de Beilinson-Bernstein

Soit A € t*
(i) T(X,Da) =U(g)/Ix =: Un.
(i) Si X est dominant est régulier alors

{D, — mods. cohérents} 5 {Uy — mods. de type fini}

est une équivalence des catégories.
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Version SL»(C)

Version SL,(C) de Beilinson-Bernstein

La droite projective

Nous pouvons définir la droite projective complexe via le
recouvrement affine

[P)(lc = Up U Uy,

Uy = Spec(C[x]), Uso = Spec(Cly]), Up N Uss = Spec(Clx, x1]).
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Version SL»(C)

Faisceau

Définition : Soit k un anneau commutatif avec unité et X un
espace topologique. Nous considérons C comme étant la catégorie
des groupes, des anneaux commutatifs ou des k-algébres, et
Top(X) la catégorie des ouverts de X. Un pre-faisceau F sur X
est un foncteur contravariant

F: Top(X) = C

Si le pre-faisceau peut é&tre défini de maniére locale on I'appelle un
faisceau.
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Version SL»(C)

Faisceau des fonctions différentielles

Si X est une variété différentielle alors

C>®(e,C): Top(X) — C ={C — Algebres}

est un pre-faisceau avec les restrictions usuelles des fonctions. De
plus, c’'est un faisceau grace a la nature locale de la propriété d'étre
indéfiniment différentiable.
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Version SL»(C)

Recollement

Une méthode pour définir un faisceau global F sur tout |'espace X,
c’est de définir des faisceaux F; sur un recouvrement {U;}; de X et
des isomorphismes sur les intersections.

Exemple

Sur la droite projective IP’(%:

O: Top(Pt) — C={C — Algebres}
UO; Uoo = (C[X],(C[y]

est un faisceau si on recolle le long de I'intersection Uy N Uy, via

Clx,x 1 — Cly,y™!]
X — 3%
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Version SL»(C)

Algébres de Weyl

Sur Uy et Uy nous pouvons définir les algébres non-commutatives
(appelées algébres de Weyl)

d Cly, <
D_1(Up) = dc[x’jx] et D_1(Us) = [ "Y} .
(Gx —x& —1) (diy_ydi_l)

y y

Ou x et d/dx sont considérés comme des opérateurs qui agissent
sur C[x] respectivement par multiplication et par la dérivée usuelle
d’un polynéme. De maniére analogue y et d/dy sont des
opérateurs sur I'anneau de polynémes C[y].
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Version SL»(C)

Opérateurs différentiels sur P

Nous recollons les algébres de Weyl D(Up) et D(Ux) le long de
I'intersection Uy N U via I'isomorphisme

C [x.x"] ®cpy D-1(th) —2 C[y,y™"] ®cpy) D-1(Useo)

-1

y
d _ _2d
dy

—
d
=—y dy

d _ dy
= G o

o X

Le faisceau obtenu est appelé le faisceau des opérateurs différentiels
sur la droite projective ]P’(}:

D_l = (D_l(Uo), ’Z)_l(OO)7 ¢_1).

Andrés Sarrazola Alzate Un théoréme arithmétique de Beilinson-Bernstein



Version SL»(C)

Opérateurs différentiels tordus

Pour tout n € Z nous allons un isomorphisme

C [x, x71] ®cpq D-1(Uh) Lny Cly,y ] ®cpy P-1(Us)

yfl

—y? g —(n+1)y

Sfo x
17

En recollant le long de Uy N Uy, via I'isomorphisme ®,,, nous
obtenons le faisceau des opérateurs différentiels tordus

Dn = (D_l(Uo), D_l(oo), d)n)-
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Version SL»(C)

Théoreme d’équivalence de Beilinson-Bernstein

. _ L U(S/Q(C)
() 7B, D) =Un = 005y

c'est |'opérateur de Casimir.

.0u A = (h— 1)+ 4ef,

(i) Si n > —1 on a une équivalence des catégories

{U, — mods. de type fini} — {D, — mods. cohérents}
N —  Loc(N) :=D, @y, N
M(PE, M) i M
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Version arithmétique

Soit p un nombre premier. Tout au long de cette présentation nous
allons noter par

|| : Q

la norme p-adique.

L'ensemble
g
Zp={q€Qllalp =1} ={, € Q| pfb}.

est un AVD avec un unique idéal maximal défini par

pLy,={q9€ Q|| ql,<1}={7 € Q] pla et ptb}
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Version arithmétique

La norme p-adique satisfait I'inégalité

| x+y [p< max{| x |p, | y |p}-

(Q, | . |p) est un espace normé qui n'est pas complet J

Digits de Teichmuller

Pour tout entier 1 < a < p—1, la suite (x, := a?") est une suite de
Cauchy

Xni1 — Xn = ap”(ap”(pfl) —1).

Par le théoréme d'Euler-Fermat

‘ Xn+1 — Xn ’pg p "
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Version arithmétique

Comme dans le cas usuel nous considérons la complétion par
Qp = {Suites de Cauchy}/{Suites qui convergent vers zéro}

et nous étendons la norme p-adique de maniére canonique sur Q.

Nos objets de base seront donc (Qp, |.|p) considéré comme un
corps complet non-archimédien, I'AVD Z, et son unique idéal
maximal pZp.
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Version arithmétique

Considérons le schéma en groupe affine SL; 7, alors

X =P} = Uy U Us ’

Uo = Spec(Zp[x]), Usxo = Spec(Zply]) et

Up N Uso = Spec(Zy[x, x1]).

On recolle le long de I'intersection via I'isomorphisme

Zplx,x71] = Zply,y™]
X — y
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Version arithmétique

Opérateurs différentiels

|
N

Sur un corps de caractéristique zéro le faisceau des opérateurs
différentiels satisfait des bonnes propriétés locales de finitude
(localement a sections noethériennes).

Sur un AVD on peut perdre la condition de noethérianiteé.

o L'idéal (82 )jery n'est pas un idéal de type fini dans DAI

|
N

Opérateurs différentiels de Berthelot

Pierre Berthelot a introduit une suite d’algébres

DI(P%) —>D() —>..—>D(’")—>...—>D]P%

qui ont de bonnes propriétés locales de finitude (localement a
sections noethériénnes)
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Version arithmétique

Nous allons utiliser la notation dx = d/dx et 0, = d/dy. J

Soit k € N. En utilisant |'algorithme de la division nous pouvons
réécrire k = q,p™ + r avec 0 < r < p™. Nous Définissons par

M = ok /K1 et 9K = g 10¥,

qui sont des éléments de Qp[x, Ox].

Algébres de Weyl arithmétiques

Sur I'ouvert Uy (respectivement Uy ) nous avons |'algebre
noethériénne non-commutative

(respectivement DI(P’,;)(UOO))'
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Version arithmétique

Algebre de Lie sl 7,

Rappelons que SL» 7, a pour algebre de Lie, I'algebre de Lie des
matrices de trace égale zéro.

slpz, == {[i 3]|a,b,c,d€ZPeta—d:0}

munie du crochet défini par le commutateur

[A,B] := AB — BA.

C'est un Zp-module de rang 3 avec une base canonique donnée par
les matrices suivantes :

o g = Yol 3
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Version arithmétique

Algébre enveloppante

L'algebre enveloppante U(slzz,) de I'algébre de Lie sl 7, est
définie par

Zp[e7 f7 h]

U(slrz,) = ([h, e] — 2e, [h, f] + 2e,[e, f] — h)’

Nous avons évidement un morphisme canonique (qui est injectif par
le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt)

I 5[2,Zp = U(B[QZP)
e,f,h — e f h

En particulier :

U(E[Q,ZP) ®z, Qp = U(ﬁ[z,(@p)-
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Version arithmétique

Propriété universelle

Soit A une algébre associative avec unité et supposons que
¢ : slp 7, — A est un morphisme de Z,-modules tel que

o([A, B]) = ¢(A)o(B) — ¢(B)9(A),

pour tout A, B € sl 7,.

Il'y existe un unique morphisme d’algébres unitaires
¢ :U(slyz,) — A tel que le diagramme suivant est commutatif

5[2:Zp — U(E[QZP)

Lo
A
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Version arithmétique

Modéles entiers

Soit A une Qp-algebre et Ay une Z,-sous-algebre. On dit que Ag
est un modéle entier de A si Ay ®z, Q, = A.

Considérons la Zy-sous-algebre U(5[27ZP)(m) de U(slz,,) engendrée
par les éléments

q1|eivllq2|(h—1)(h—2)(h_(V2_1)) fvs
vi!

vl vzl

Ot vi=q;p"+riavec0<r<p™.

D’aprés le derniére expression nous avons

U(S[zyzp)(m) ®ZP Qp = U(ﬁ[gy@p).
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Version arithmétique

Vers la version arithmétique de Beilinson-Bernstein

Nous avons un morphisme canonique

o U(slyz, )™ o r(%p,q@’;))

e — —2x0x = 2;6y
f —  —0x = y?0,
h — x20y = -0y

tel que CDS"I) ®z, idg, = ®_1
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Version arithmétique

Complétion formelle et I'espace projectif formel

Nous notons par

Zp{x} = imZ,[x)/pZ,[x]
J

(de maniére analogue nous définissons Z,{y}), alors

P}, = SPf(Zp{x}) USP(Zn{y})

est I'espace projectif formel obtenu par recollement des schémas
formels Spf(Z,{x,x1}) et Spf(Z,{y,y }) selon la relation
xy = 1.

Andrés Sarrazola Alzate Un théoréme arithmétique de Beilinson-Bernstein



Version arithmétique

De maniére analogue nous pouvons définir la complétion p-adique

A

U(slo,z,)\™ = imU(slo 2,)™ /pU(s1 2, ).
J

Si on passer a la complétion p-adique on a une opération
fonctorielle.

Nous obtenons donc un morphisme

~

& U(sla,z,)™ — I’(I%P,ZA)]%’;’:)
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Version arithmétique

(m)
B

Localement, le faisceau D\, est défini par

I%'('fn)) = Z akafb\ ak € Zp{x} et |ak|p = 0

Zp keN

Finalement, si Z(sl>z,) est le centre de I'algébre enveloppant
U(slz,z,), nous notons par

Z(EIQ’ZP)+ = Z(S[Zzp) N (E[Q’Zpu(,gQ’Zp)) .
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Version arithmétique

Théoréeme arithmétique de Beilinson-Bernstein

(i) Nous avons un isomorphisme

Z/?(E[ZZP)

A (m) ._
U(sbz,)y = Z(slaz,)+

®z, Qp — T <I@>(Z’:),25E'(’;)) o ) .
Zp P

Pour I'isomorphisme ci-dessus nous avons utilisé
F(PL , Dps ) ST (B, DI
( Zp’ ]P)%p) ( Zp ) P%’?,Qp )

qui devient d'une propriété de finitude de

r(]P)%’ﬂ ,D]P’%p)'
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Version arithmétique

(i) Le foncteur de sections globales induit une équivalence de
catégories

{Z)(s[z,zp)(()m) — mods. de t.f} — {251%?73) o mods. cohs}

Zp 1P

N DM o

(m) N
]Pzp 'Qp

U(stz z,)5"

[(P},, M) < M.
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Lemme clé

Soit A une Zp-algébre Noethérienne, M et N deux A-modules de
type fini, u: M — N une application A-linéaire, et i : M— N,
I'application induite aprés complétion p-adique. Supposons que u
induit un isomorphisme aprés tensorisation par Qp, alors

i ®z, idg, : M ®z, Qp — N ®z, Q,

est un isomorphisme.
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calcul des sections globales

Nous avons le diagramme commutatif suivant :

o) m
U(sly 7)) — r(@%p,pf%))
P
I d
(O3
Ushg,) — r(%p’D%p)

puisque Z(slzq,)s+ = Ker(®_1) et

Z(sl,z,)+ ®z, Qp = Z(sl2 g, )+

alors, le lemme précédent nous donne la partie (7).
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iMuchas gracias!
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