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On considére I'opérateur d'Ornstein-Uhlenbeck
1
L= > Tr(QV3) + (Bx,Vy), x€cR",
muni du domaine
D(L) = {u € L2(R") : Lu € L2(R™)},
avec :
1. B et Q des matrices réelles de taille n X n avec Q symétrique positive,

2. Tr(QV2) et (Bx, V) les opérateurs différentiels respectivement définis par

Tr(QV3) = Z Z Qi,j0x;Ox;,

i=1 j=1
et

(Bx, V) ZZB,JXJ »

i=1 j=1
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Exemples :

1. Laplacien :
L=A, x€R"

obtenu pour B =0, et Q = 2/,.

2. Opérateur de Kolmogorov :

ﬁZAv_V'vX7 (X7V)6R2n1

obtenu avec

_ (0 —ln _
B_(O,, On) et Q=

0n

Estimations sous-elliptiques
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Quelques propriétés :
1. Domaine : L est un opérateur densément défini.
2. Graphe : L est un opérateur fermé.
3. Adjoint :
L* = %Tr(QVf) — (Bx, V)

avec domaine

Estimations sous-elliptiques
000

— Tr(B),

D(L*) ={ue [*(R"), L u€l>R")}.

4. Signe :

Yu e D(L), (Lu, U>L2(Rn) + = T"(B)HU”Lz Ry < <0.
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Semi-groupe :

Une famille (T(t))¢>0 d'opérateurs bornés sur L2(R") est appelée un semi-groupe si
T(0) est 'application identité et si elle vérifie

Vt,s >0, T(t+s)= T(t)T(s).

Forte continuité :

Un semi-groupe (T (t)):>o0 d’opérateurs bornés sur L2(R") est dit fortement continu si

Yu € L2(R"), lim T(t)u=u.
t—0
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Générateur infinitésimal :
Soit (T(t))r>0 un semi-groupe d'opérateurs bornés sur L2(R"). L'opérateur P défini

par
. T(u—u
D(P)={ue 2(R"): lim ——— existe},
(P)={u (R™) Jim " existe }
et
T(t)u—u

Yue D(P), Pu= lim ——,

t—0t t
est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (T(t))¢>0. Dans toute la suite,
on notera T(t) = et” pour tout t > 0.

Une propriété :
Si (e”’)tzo est un semi-groupe fortement continu, alors

Vu e D(P), 8(ePu)=PePu=ePPu
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Semi-groupe d’'Ornstein-Uhlenbeck :

L'opérateur £ engendre un semi-groupe fortement continu (e“:)tzo d’opérateurs
bornés sur L?(R") qui satisfont pour tout t > 0 et u € L2(R"),

1
et ull 2 (ny < eETF(B)tH”HLZ(Rn)-
De plus, pour tout t > 0, I'opérateur et£ est donné par la formule de Kolmogorov :

— 1 t
Vu € L2(R"), etfu=e"B)texp [7/ 1Q2e™8" . 2dr| G(eB ).
0
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Condition de Kalman :

1
On dit que les matrices B et Q2 satisfont la condition de Kalman lorsqu'il existe un
entier 0 < r < n—1 tel que

Ker(Q2)NKer(QZBT)N...NKer(Q2(BT)") = {0}.

Drapeau associé :
Pour tout entier k > 0, on considére |'espace vectoriel

Vi = Im(Q2) + Im(BQ2) + ... + Im(B*Q3) C R".

1
Quand la condition de Kalman est satisfaite par les matrices B et Q2, on observe
que
{cVocWvic...CV,=R"

Pour tout 0 < k < r, on considére Py la projection orthogonale sur V.
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Exemple :
Considérons les deux matrices

~(0n —In (0, 0,
s () @ am2( %)
Les noyaux des matrices Q% et Q% BT sont respectivement donnés par

Ker(@2) =R} x {Ozs} et Ker(@2B")={0s} x R,

et par conséquent,
Ker(Q2) N Ker(Q2BT) = {0}.

. 1 . .
Ainsi, B et Q2 satisfont la condition de Kalman avec r = 1.
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Multiplicateur de Fourier :
Soient A une matrice réelle de taille n X n et g > 0. On définit I'opérateur

(ADy)9 : L2(R") — #'(R"),
par

Yu € L2(R"), F((ADx)%u) = (AE)IF (u).

Espace de Sobolev anisotropique :

Pour tout matrice réelle A de taille n X n et g > 0, on définit I'espace de Sobolev
anisotropique HZ(R") par

HA(R") = {u € L*(R") : (ADx)%u € L*(R")}.
Si g = m est entier, on a la caractérisation suivante :
HI(R™) = {u € L2(R") : V|a| < m, (Adx)%u € L2(R™)}.
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Théoréme :

1
Lorsque les matrices B et Q2 satisfont la condition de Kalman, il existe des
constantes C > 1 et 0 < tg < 1 telles que pour tout k € {0,...,r}, g>0,0<t <t
et u € L2(R"),

Clta 1 a
P.D.\9 tL < - ETr(B)t 3
[I{PxDx)%e uHLz(]R“) S t"(%”) € q HuHLz(R")v
ou Py désigne la projection orthogonale sur I'espace vectoriel Vet 0 <r<n-—1
est le plus petit entier tel que V, = R".

Remarque :

En particulier, comme P, est la matrice identité, on en déduit que pour tout g > 0,
0<t<tyetuc?>R"),

Cl+q
(Dx) e ull 2mny < —5— 2 T(B)

¢ g
tq(l+r) qz2 ”u”Lz(R”)'
2
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Remarque :
Ce résultat implique également que pour tout e € N, 0 < t < tg et u € L2(R"),

Cltlal

12 (e u) 2 (g <

i 1
= tlel(G+n ez MO (1) l[ull 2 (@n)-
2

1
Ainsi, pour tout t > 0, I'opérateur et£ régularise dans I'espace Gevrey G2 (R™).
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Exemple :
Il existe des constantes C > 1 and 0 < tg < 1 telles que pour tout ¢ >0, 0 < t < tp
et u € L2(R?"),

Clta 4
H<DV>qetL“||L2(R2”) < —5 92 |lullizgany
t2
et
clta 4
H(DX>qetLU||L2(R2n) < —5 92 lull 2 (g2ny,
t2

avec L I'opérateur de Kolmogorov défini par
L=A,—vVv-Vx (x,v)€ER?
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Théoréme :

. 1 . .. . .
Lorsque les matrices B et Q2 satisfont la condition de Kalman, il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout u € D(L),

r
2
D (PeD) T2 w2y < [l Lull2rmy + lull 2]
k=0
ol Py désigne la projection orthogonale sur I'espace vectoriel Vi et 0 < r < n—1 est

le plus petit entier tel que V, = R".

Remarque :
Comme P, est la matrice identité, ce théoréme montre que

2
Vu € D(L),  [(Dx) % ull 2y < c[lILulli2(gny + [[ulli2(n)] -
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Corollaire :

1 . .. 0.
Lorsque B et Q2 satisfont la condition de Kalman, il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout u € D(L),

(B, V) ullz2(rmy < e[l Lulli2en) + llulli2(en)] -

Exemple :
Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout u € D(L),

2
lv - Vxull2@ny + [I{Dx) 3 ull 2rny + H(DV>2U||L2(R")
< clllLull e + llull 2em]

avec L 'opérateur de Kolmogorov défini par

L=A,—v- Vs (x,v)€R>,



Merci de votre attention !
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