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On considère l’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

L =
1
2

Tr(Q∇2
x ) + 〈Bx ,∇x 〉, x ∈ Rn,

muni du domaine
D(L) = {u ∈ L2(Rn) : Lu ∈ L2(Rn)},

avec :
1. B et Q des matrices réelles de taille n × n avec Q symétrique positive,

2. Tr(Q∇2
x ) et 〈Bx ,∇x 〉 les opérateurs différentiels respectivement définis par

Tr(Q∇2
x ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

Qi,j∂xi ∂xj ,

et

〈Bx ,∇x 〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

Bi,jxj∂xi .
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Exemples :
1. Laplacien :

L = ∆x , x ∈ Rn,

obtenu pour B = 0n et Q = 2In.

2. Opérateur de Kolmogorov :

L = ∆v − v · ∇x , (x , v) ∈ R2n,

obtenu avec

B =

(
0n −In
0n 0n

)
et Q = 2

(
0n 0n
0n In

)
.
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Quelques propriétés :
1. Domaine : L est un opérateur densément défini.

2. Graphe : L est un opérateur fermé.

3. Adjoint :

L∗ =
1
2

Tr(Q∇2
x )− 〈Bx ,∇x 〉 − Tr(B),

avec domaine
D(L∗) = {u ∈ L2(Rn), L∗u ∈ L2(Rn)}.

4. Signe :

∀u ∈ D(L), 〈Lu, u〉L2(Rn) +
1
2

Tr(B)‖u‖2L2(Rn) ≤ 0.
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Semi-groupe :
Une famille (T (t))t≥0 d’opérateurs bornés sur L2(Rn) est appelée un semi-groupe si
T (0) est l’application identité et si elle vérifie

∀t, s ≥ 0, T (t + s) = T (t)T (s).

Forte continuité :
Un semi-groupe (T (t))t≥0 d’opérateurs bornés sur L2(Rn) est dit fortement continu si

∀u ∈ L2(Rn), lim
t→0

T (t)u = u.
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Générateur infinitésimal :
Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe d’opérateurs bornés sur L2(Rn). L’opérateur P défini
par

D(P) =
{
u ∈ L2(Rn) : lim

t→0+

T (t)u − u

t
existe

}
,

et

∀u ∈ D(P), Pu = lim
t→0+

T (t)u − u

t
,

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))t≥0. Dans toute la suite,
on notera T (t) = etP pour tout t ≥ 0.

Une propriété :
Si (etP )t≥0 est un semi-groupe fortement continu, alors

∀u ∈ D(P), ∂t(e
tPu) = PetPu = etPPu.
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Semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck :
L’opérateur L engendre un semi-groupe fortement continu (etL)t≥0 d’opérateurs
bornés sur L2(Rn) qui satisfont pour tout t ≥ 0 et u ∈ L2(Rn),

‖etLu‖L2(Rn) ≤ e
1
2 Tr(B)t‖u‖L2(Rn).

De plus, pour tout t ≥ 0, l’opérateur etL est donné par la formule de Kolmogorov :

∀u ∈ L2(Rn), êtLu = eTr(B)t exp

[
−
1
2

∫ t

0
|Q

1
2 eτB

T
· |2dτ

]
û(etB

T
·).
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Condition de Kalman :
On dit que les matrices B et Q

1
2 satisfont la condition de Kalman lorsqu’il existe un

entier 0 ≤ r ≤ n − 1 tel que

Ker(Q
1
2 ) ∩ Ker(Q

1
2 BT ) ∩ . . . ∩ Ker(Q

1
2 (BT )r ) = {0}.

Drapeau associé :
Pour tout entier k ≥ 0, on considère l’espace vectoriel

Vk = Im(Q
1
2 ) + Im(BQ

1
2 ) + . . .+ Im(BkQ

1
2 ) ⊂ Rn.

Quand la condition de Kalman est satisfaite par les matrices B et Q
1
2 , on observe

que
{0} ( V0 ( V1 ( . . . ( Vr = Rn.

Pour tout 0 ≤ k ≤ r , on considère Pk la projection orthogonale sur Vk .
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Exemple :
Considérons les deux matrices

B =

(
0n −In
0n 0n

)
et Q = 2

(
0n 0n
0n In

)
.

Les noyaux des matrices Q
1
2 et Q

1
2 BT sont respectivement donnés par

Ker(Q
1
2 ) = Rn

x × {0Rn
v
} et Ker(Q

1
2 BT ) = {0Rn

x
} × Rn

v ,

et par conséquent,
Ker(Q

1
2 ) ∩ Ker(Q

1
2BT ) = {0}.

Ainsi, B et Q
1
2 satisfont la condition de Kalman avec r = 1.
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Multiplicateur de Fourier :
Soient A une matrice réelle de taille n × n et q ≥ 0. On définit l’opérateur

〈ADx 〉q : L2(Rn)→ S′(Rn),

par
∀u ∈ L2(Rn), F(〈ADx 〉qu) = 〈Aξ〉qF(u).

Espace de Sobolev anisotropique :
Pour tout matrice réelle A de taille n × n et q ≥ 0, on définit l’espace de Sobolev
anisotropique Hq

A(Rn) par

Hq
A(Rn) = {u ∈ L2(Rn) : 〈ADx 〉qu ∈ L2(Rn)}.

Si q = m est entier, on a la caractérisation suivante :

Hm
A (Rn) = {u ∈ L2(Rn) : ∀|α| ≤ m, (A∂x )αu ∈ L2(Rn)}.



Opérateurs d’O-U Semi-groupes d’O-U Effets régularisants Estimations sous-elliptiques

Théorème :
Lorsque les matrices B et Q

1
2 satisfont la condition de Kalman, il existe des

constantes C > 1 et 0 < t0 < 1 telles que pour tout k ∈ {0, . . . , r}, q > 0, 0 < t < t0
et u ∈ L2(Rn),

‖〈PkDx 〉qetLu‖L2(Rn) ≤
C1+q

tq( 12 +k)
e
1
2 Tr(B)t q

q
2 ‖u‖L2(Rn),

où Pk désigne la projection orthogonale sur l’espace vectoriel Vk et 0 ≤ r ≤ n − 1
est le plus petit entier tel que Vr = Rn.

Remarque :
En particulier, comme Pr est la matrice identité, on en déduit que pour tout q > 0,
0 < t < t0 et u ∈ L2(Rn),

‖〈Dx 〉qetLu‖L2(Rn) ≤
C1+q

tq( 12 +r)
e
1
2 Tr(B)t q

q
2 ‖u‖L2(Rn).
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Remarque :
Ce résultat implique également que pour tout α ∈ Nn, 0 < t < t0 et u ∈ L2(Rn),

‖∂αx (etLu)‖L2(Rn) ≤
C1+|α|

t|α|(
1
2 +r)

e
1
2 Tr(B)t (α!)

1
2 ‖u‖L2(Rn).

Ainsi, pour tout t > 0, l’opérateur etL régularise dans l’espace Gevrey G
1
2 (Rn).
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Exemple :
Il existe des constantes C > 1 and 0 < t0 < 1 telles que pour tout q > 0, 0 < t < t0
et u ∈ L2(R2n),

‖〈Dv 〉qetLu‖L2(R2n) ≤
C1+q

t
q
2

q
q
2 ‖u‖L2(R2n),

et

‖〈Dx 〉qetLu‖L2(R2n) ≤
C1+q

t
3q
2

q
q
2 ‖u‖L2(R2n),

avec L l’opérateur de Kolmogorov défini par

L = ∆v − v · ∇x , (x , v) ∈ R2n.
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Théorème :
Lorsque les matrices B et Q

1
2 satisfont la condition de Kalman, il existe une constante

c > 0 telle que pour tout u ∈ D(L),
r∑

k=0

‖〈PkDx 〉
2

1+2k u‖L2(Rn) ≤ c
[
‖Lu‖L2(Rn) + ‖u‖L2(Rn)

]
,

où Pk désigne la projection orthogonale sur l’espace vectoriel Vk et 0 ≤ r ≤ n − 1 est
le plus petit entier tel que Vr = Rn.

Remarque :
Comme Pr est la matrice identité, ce théorème montre que

∀u ∈ D(L), ‖〈Dx 〉
2

1+2r u‖L2(Rn) ≤ c
[
‖Lu‖L2(Rn) + ‖u‖L2(Rn)

]
.
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Corollaire :
Lorsque B et Q

1
2 satisfont la condition de Kalman, il existe une constante c > 0 telle

que pour tout u ∈ D(L),

‖〈Bx ,∇x 〉u‖L2(Rn) ≤ c
[
‖Lu‖L2(Rn) + ‖u‖L2(Rn)

]
.

Exemple :
Il existe une constante c > 0 telle que pour tout u ∈ D(L),

‖v · ∇xu‖L2(Rn) + ‖〈Dx 〉
2
3 u‖L2(Rn) + ‖〈Dv 〉2u‖L2(Rn)

≤ c
[
‖Lu‖L2(Rn) + ‖u‖L2(Rn)

]
,

avec L l’opérateur de Kolmogorov défini par

L = ∆v − v · ∇x , (x , v) ∈ R2n.
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Merci de votre attention !
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