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Quelques problemes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
LChapitre 1 : Introduction

LDéfinitions

[l s’agit d'équations aux dérivées partielles issues de la géométrie différentielle (pro-
blémes de courbures, applications harmoniques, etc.) et de la physique (probléme
de Yang Mills, probléeme des 3 corps).

On s'intéresse au probleme

—Au =uP + f(z,u) sur Q
(P)qu>0 sur (1)
u =0 sur 09

ol 2 est un ouvert borné régulier dans RN, N >3, p = £*2 et f(z,0) = 0.

GO
up
Les solutions de (P) correspondent a des points critiques de la fonctionnelle

b(u) = %/|Vu|2 - ]ﬁ/lul”“ —/F(x,u) ot F(z, ) :/Ou Fa bt (2)

Le terme perturbation f(x,u) vérifie lim
u——+00
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p + 1 est I'exposant limite pour I'injection de Sobolev Hi(Q)) — LP*1(€2) non
compacte. ¢ ne vérifie pas P.S1 et donc quelques difficultés a en trouver des points
critiques.

Par exemple lorsque f(z,u) = Au et A\; la premiére valeur propre de —A avec
condition de Dirchlet, on a les propositions suivantes :

Proposition 1

On suppose que N > 4. Le probléme (P) admet une solution pour A €]0, \;[.
Si 2 est étoilé alors le probléme (P) n'admet aucune solution lorsque A ¢]0, Aq].

Proposition 2

Si N = 3 et Q est une boule de RY alors le probléme (P) admet une solution si
et seulement si A €]31, Aq[.

1. Une fonction ¢ vérifie Palais Smale (P.S) si pour toute suite (un) d'un espace de Banach E
telle que ¢(un) borné et ||¢(un)|| — 0 alors (uy) relativement compact



Quelques problemes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
L_Chapitre 1 : Introduction
P

LDéfinitions

Cas ol f(x
Dans le cas ou f(z,u) = 0, nous traitons pour ce qui suit du probléme
—Au = uP sur

u >0 sur Q 3)
u =0 sur 0N

ol Q est un ouvert borné régulier dans RY, N > 3 et p = &£

2
N-2

4

Dans ce cas les solutions de (3) correspondent aux points critiques de ¢ de classe
C' dans I'espace de Banach H}(Q) :

1 2 1 1
== do — —— rHlg 4
o) =5 [ 1Vlde = — [ " da @)
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D'apres [17], on considére S la constante de Sobolev pour H{(2) < LPF1(Q) :

v 2
S= e —dalVul (5)
ueH ()\{0} (f |u|p+1)ﬁ
Q

e S dépend de N et est indépendant de €.

e S n'est jamais atteint lorsque Q2 # RY et est atteint sur RY par la famille de
fonctions définies par

‘ ] (6)

e+ |z —al

Uge(z) =

)

N-—-2
ol e € RY, a € RV et cy = [N(N —1)]" 7 tel que les fonctions U, . soient
solutions de 'équation —Au = u? sur RY.
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L'idée est d'exploiter la topologie de 2 pour établir I'existence d'une solution.
Pohozaev [3] montre que le probléme (3) n'a pas de solution lorsque © est étoilé.
Quand Q est un anneau c'est-a-dire Q = {x € RV /r; < x < 1y}, Kazdan et
Warner [5] établissent que (3) a une solution radiale.

Dans [2], J. M. Coron prouve que si § est un domaine avec un petit trou, alors
I'équation (3) admet une solution.
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Théoréeme 1

Il existe A > 0 tel que si  vérifie la condition suivante :

E|£L’0€RN, 4Ry >0, 3 Ry >0 tels que Ry > ARy

xRV /Ry < |z —20| <R} CQet{z eRN/|z —x0| < R1} ¢ Q.
Alors le probléeme (3) admet une solution.

Preuve
On pose 79 = 0, ¥ = {u € HY}Q)/ [, |Vu]> =1}, =+ = {u e Z/u >0}

1
J(v) = ————— pour tout v € X (M

(o)~

JeCYD) et J'(v) = NJ(v) (u — J() ™= (—A)! (mﬁ v))

4
Si u=J(v)2v alors J'(v) = 0 si et seulement si —Au = |u|¥2 v,
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C'est-3-dire si u = J(v)Zv et v/q > 0 alors J'(v) = 0 < u est soluton de (3).

On note 5 = inf J = ST, P ={uex/J(u) <A} AeR), J}=J nTt.
Proposition 3
Soit (u,,) une suite d'éléments de X telle que J(u,,) = S+ 0(1) alors a partir d'une

. o a 2
sous suite (uy, ), il existe z € €) tel que |Vu,|; — 6, (convergence en mesure).
ou d, est le mésure de Dirac en z.

Soient F': u€ X Flu) = [,x|Vu|® et IN-! = {0 € RV / |o| = 1}.
Lemme 1 B
Si V est un voisinage de (2 alors il existe € > 0 tel que F(J5T¢) C V.

N—-2

On pose uf () = [u_t)iﬁ} *outel0,1, z eRN et o e INL,

S~ |u,§’\1§7§2 et [on |Vug|* sont indépendants de ¢ et 0.
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) o A2
uf se concentre autour de o quand t — 1 et [on [Vu?|" =S (fRN [ug | N—Q) .
Soient les fonctions ¢ € C> (RY ,[0,1]) et ¢, € C> (RN ,[0,1]) pour k> 1 :
kx) si |z| < L
0silg|<1et|z]>2 QD(I) [l < %
o(x) = 1 sl 3 ;ope(w) = S o(F) si x| >k
si5 <lz| <5 i
1 ailleurs
et la projection P : Pw=—"——+ w e L} _(RY) tel que [Vw| € L?(RY).

(fRvaw‘z)% e
On pose v , = P(pxu?).

Lemme 2

eV e>0, dn >0 tel que

n<t<l=VeoeclV ! k>1, J(v,‘;t)gg—i—eet ‘F(vgt)—a‘ge
eV >0, dkg > 1 tel que

k>ko=VoellN tetVtel01], Jvf,) <S40
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Lemme 3 o
J satisfait (PS).2 sur £ pour tout ¢ €], 25].
(ind : considérer u, = J(v,)Zv, et se référer 3 [7] et [8]).

Soit § = % ou (6 €]0, S[). D'apres le lemme 2, il existe kg > 0 tel que vy, € J5+.

On note vy = w7 ,/q et pour a > 4ko, Ry = ot Ry =ou.

Montrons alors que (3) admet une solution :

Soient V t € [0,1[, V o € IN~! 7 € ¥F et V un voisinage compact de ( tel
que {z/|z| <a™1} ¢ V.

Lemme 1 : 3¢ > 0 tel que F(J5t<0) C V.

Lemme 2 : F ¢y €]0,1[ tel que V o € IV si f(0) = v et O(c) = F(f(0))
alors f(o) € J9t< et |0(0) — 0| < €o, .

2. J vérifie (PS)c sur 1 si pour toute suite (v,) de =7 telle que J(vn) — cet J' (vn) = 0
alors (vy,) admet une sous-suite convergente

10/35



Quelques problemes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
L_Chapitre 1 : Introduction
P

LRésultats

On note que f € CO(TTV—1, J§+50) et d'apres ce qui précéde, f n'est pas homotope
3 une application constante dans CO(TTV—1, Jo+<0),

Soit v : [0,to] — COIN=! £+) telle que [y(t)](0) = vf € J5+I = 3
~ est continue, Y(tg) = f et vg ést indépendant de o.
Donc +(0) est une application constante.

On obtient v € C° ([O,to],CO (HN_I, J% ﬂ2+)) et f est homotope 3 v(0).

Par le lemme 3, on déduit qu'il existe v € 7 tel que J'(v) = 0et S < J(v) <

vl

|
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Dans [10], O. Rey a montré que si €2 est un ouvert borné régulier privé de k boules

centrées en z; (1 <14 < k) de rayon d, alors pour tout ¢ = 1, ..., k, il existe pour

tout d assez petit, une solution u de (3) qui se concentre autout de x;, c'est-a-dire
2 N

|[Vu|” — S=0,, au sens des mesures sur €.

Hypothéses

Soient Q un ouvert borné régulier de RY, N > 3. k points distincts z1, ...z} de

Q et d un réel strictement positif. On note Qg = Q U B(x;,d) ou B(x;,d) C Q
1<i<k

désigne la boule fermée de centre x; et de rayon d.

On considere le probléme suivant :

—Au=uN3 sur Q4
u >0 sur Qy (8)

u =0 sur 0y
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Théoréme 2

Pour tout @ = 1, ..., k, il existe dy > 0 tel que pour tout d < dy le probléme (8)
admette une solution u qui se concentre autour de x;, c'est-a-dire quand d — 0,
[Vu|® — S26,, au sens des mesures sur €.

Pour d assez petit, (8) admet au moins k solutions

Soient {i1,...,4;} C{1,...,k} et j=1,.. k.
Notons par M(z;,, ..., x;;) la matrice (aap)i1<a,p<; définie par

{aaa = H(x;,,xi,) 9)

Aap = _G(miaamiﬁ) st o 7& ﬁ
G étant la fonction de Green du Laplacien sur 2 et H sa partie réguliere.

G(z,y) = |x —y|> N — H(z,y) sur Q x Q ot H est harmonique par rapport a
chacune des variables et G nulle sur le bord de € x Q.

13/35



Quelques problemes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev

LChapitre 1 : Introduction

LRésultats

Théoréme 3 (cas général)
(i) On suppose que la matrice symétrique M (x;,, ..., x;;) est définie positive. Alors
il existe dy > 0 tel que pour tout d < dg le probléme (8) admet une solution w qui se

j
T BT 2 N
concentre autour des x;,, ..., z;, c'est-a-dire lorsque d — 0, |[Vu|”™ — S E 0.

m=1

.
au sens des mesures sur 2.

(ii) Si M(z1,...,x)) est définie positive, (8) admet pour d assez petit, au moins
2% — 1 solutions.

y

On remarque que si M(x1,...,x)) est définie positive, alors M(xz;,,...,x;,) est
définie positive pour tout {i1,...,%;} C {1,...,k}. Le nombre des parties non vides
de {1,...,k} est 2¥ — 1. Donc (8) admet au moins 2¥ — 1 solutions.

14 /35



Quelques problemes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev

LChapitre 1 : Introduction

LRésultats

Preuve du théoréme
Définissons sur Hg (€2,) la fonctionnelle

1 1 2N
K =g [ 1Vl = — [ (10)
d

p+1Jq,

Les points critiques u de K sont solutions de (8).
On considére A € R* , € RV,

2—N

Soient Uy 5 la fonction définie sur RN par Uy 5(y) = A"z (1 + A2 |y — 5\2) 7
et PU, s sa projection sur H} () vérifiant APU) 53 = AU, g sur Qq.
On a (N(N —2)) 7 U, 4 est solution de (8) sur RV et

(/le,ﬁpﬁfz>2NN (/RWUA,BE’) _s 1)

Supposons que (74, , ..., T;) = (T1, ..., ;).
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j
On cherche un point critique de K de la forme u = ZaiPUi +v

i=1
ou PU; = PUy, g, \i grand, §3; proche de z;, o; proche de (N(N —2))~ 3
et v assez petit appartenant a l'espace E), g, défini par :
Ex 5 = {w € Hj(Q)/ < w, PU; > =< w, %5k > =< w, Ggt >p=0}
oul<m<j.

Soit J(a, A, B,v) = J(a1, ..., 5, A1, s Njy B,y o0y B, 0) = (ZO@PU —|—v>

=1

16
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Proposition 4

U = ZaiPUl— + v est un point critique de K si et seulement s'il existe des réels
A;, ]213:: Ci, 1,1 =1,...,j tels que (o, \, 5, v) satisfait les équations (F) :
(E1) 52-(a, A, B,0) = 0

o 92 PU,
(B2) 3 (0 X, B,0) = By (v, 25 >H +ZC“< 8518>\i>H

, ‘ 62PUi (12)
(E3) §4-(a, A, B,v) = B; <U7 ox08 >H1 + ZCN <U’ 85185¢> :

aPU J oPU;
(B4) 32 (A, B,0) = (APU + By +Z it a@)

Mm.

1

.
Il
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En effet on considere

a;=(N(N=2)"7 1+m), n=m)i<i<; (13)
XNe=plTd7E, p=(pi)icicy (14)
zi =i — i, 2= (2)1<i<j (15)

ot p; € C compact de RY, [n;| <mo Vi=1,..,j;
|zi|d™* < ve YV a€]0,1], Vi=1,..,j et no, v, des constantes.

Lemme 4

Soit un compact C de R*, . Il existe do, 19, v, tels que sin, p, z vérifient respective-
ment (13), (14), (15) et d < dy alors on peut trouver 7 € Ej, g, et A;, B;, Cyy € R
tels que («, A\, B,7) satisfait I'équation (F4).
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On en déduit pour i,l =1,...,j les équations (E’) :
(E/]-) N = ‘/i(d,napv Z) '
/ . 1
(E'2) H(zi,zi)pi— Y G(wiTm)pm — = Wi(d,n, p, z) (16)
m=1,m#i ?
(Elg) Zil = Zil<dv mn, P, Z)
ou V;, W; et Z;; sont des fonctions continues qui vérifient respectivement :

N-—2

V;=0[d = +n* (17)

2
Wi :0[%+|n\+|d|i.(1 si N #4,|Log d| si N = 4)] (18)

Zy = Old] (19)
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Supposons que M (1, ...,x;) est définie positive.
J
- 1 j . :
La fonction définie par p — pT.M.p—FZ — admet sur (Rj_)] un minimum atteint
i=1 "1

en un point (py, ..., p;).

Posons p; = p; + p; pour tout i = 1,...,5. (E'2) = (E"2) : p,=W]/(d,n,p,z)
ol W/ est une fonction continue de méme estimation que W;.

Donc d'apres le théoréme du point fixe de Brouwer 3, pour d assez petit, le systeme
N—2
il < rd™=
(E') admet une solution vérifiant < |2;| < rd
p <rdz.(1si N#4, |Log d| si N=4)
ol 7 une constante strictement positive.
J _ ) . ) a4
U= ZaiPUi + T est alors solution sur Q4 de I'équation —Au = |u|¥-2 u.

-
T=1

3. Toute application continue d’un convexe compact K d'un espace euclidien a valeurs dans K
admet un point fixe
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Montrons que w est positive :

En multipliant I'équation précédente par v~ = maxz(0, —u) et intégrant sur g4, on
2N
obtient [, |Vul® = [, (u™)~7.

N-—2

2N N _ 1,
OF fo, IVul* = 8 (fo, (@) ¥2) ™ et fu| o, < [0l o, < Sl (4 0),

N—2 N—2

donc pour d assez petit, on a u~ = 0.
D’apres le principe du maximum fort* on obtient alors u > 0 sur Qg.

J
On conclut que u est bien solution de (8) et [Vu|> — S¥ Z Oz
i=1

4. Principe du maximum fort : si une solution d'une équation aux dérivées partielles parabolique
ou elliptique définie sur D C RY atteint son maximum a l'intérieur de D alors elle est constante

21/35
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Approximation du probleme (3)

Nous abordons le systéme sous-critique de Bahri-Coron (P.) dans un domaine Q
borné régulier de RY :

—Au=|uf " u sur Q
P, 20
(Fe) {u =0 sur 0N (20)

ou € un paramétre réel positif et p+1 = ]\2,—]7\’2 est I'exposant limite de Sobolev pour
I'injection H} () — LPTL(Q).
Lorsque u > 0 sur Q alors (P.) correspond a une approximation du probleme (P).

4

Soit la fonctionnelle .J. définie sur HE () par

1 2 1 ptl—e
- 21
Je(u) 2/Q|Vu| dx ) 1_6/9|u| dx (21)
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Les points critiques de J, sont solutions de (P.). Lorsque ¢ — 0, ces solutions u,
peuvent soit converger vers une solution de (P), soit exploser a un nombre fini de
points de 2. On peut établir que

J
e =) afPOx gp +0° (22)

i=1

2—N

ol Py, est la projection sur H:(Q) de 6y, : y € RY s A2 [1 + A2y — x|2}
c’est-3-dire 'unique élément de Hj () tel que APGy , = Ay, sur Q.
N2 Hgﬂ)
Lorsque € — 0 alors af - Cy = (N(N —1)) "7 , zf — x;, v° 0
AE = +00, Aed(xf,00) = 0 et 3 + 32 + A [2f —af|* = 0, Vi # .
g 7
On note Pj; = P4y, ., et on suppose que v° € Exe .

i
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Soient N > 4 et (u.) une famille de solutions de (P.) telle que :

|Vue| = S2 (6, + 0z,) quand € — 0 et (21, 22) € Q x Q. Alors

(i) (z1,22) € 2 x Q

(i) o(z1,x2) = H(z1,21)2 H(zo,22)% — G(z1,22) > 0 (et donc x; # x3)

(iii) ¢’ (z1,22) =0

De plus si (z1, z2) est point critique non dégénéré de ¢ tel que p(x1,z2) > 0, alors
il existe une famille de solutions de (P,) se concentrant en z; et x5 quand € — 0.

4

Preuve
Soit Ke(al, o, A1, Ag, T, 1‘2,1}) = JE(OqP(Sl + g Pdy + U) sur la variété

|ai — CN| < No, /\1 > 1 )\2 > 7%0
—|— )\2 + A Ag |$1 — 1‘2| (23)
v G Ey 2 vl <wo; o, do, vg > 0 et assez petites
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Proposition
Pour que u = a1 Py + as Pds + v soit point critique de J., il faut et il suffit que
(a1, g, A1, A2, 1, X2, v) soit point critique de K, c'est-a-dire si et seulement s'il
existe des réels A;, B; et C;, i = 1,2 tels que :

. 0K _
(Ey;) : o= =0

. 0K, 82 Ps; 02 P3;
(Ex,) o = Bi JoV oxz Vo +C; fnva,\ 92, VU

(E){ (Ea,) : % =B [,V gzgi Vo + C; fgvaaf;f Vo

2
OPd; OPd;
. OK. __ 4 4
(Ev) = %, —;<i i N +Oi89:i>
En multipliant I'équation (E,) par v dans H}(€2), on a une estimation de ||v||H1 )

puis en la multipliant respectivement par Pd;, 861;&’ QBP‘S

tions de A;, B; et C;.

2=
On note a; = ey — p; et p = (’\1 + +)\1)\2 |z — 23] )
Ensuite d'apres [13], les équations (EA) de (E) deviennent pour i =1,2:
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H(z7,z7) 2 H(z7,z5) _
(o) (1+0(1) + 7252 (1+0(1) + (AE)%(A;;NEQ (1+0(1)) = w5z
oll w est une constante strictement positive.
2—N
5 2—N
Donc pu¢ ~ (){)\5 |x§ —x§|2) ® quand € — 0 et si (A7 = w2ezde alors

H (x§, 25)(05)* (1 + o(1)) — G(x5, 25) 9505 (1 + o(1)) = 1.
(96)? est égal a :

-1
H(x§,x5)~ 2H(Jc ¢ )% [H( € )2H(x :L') (14 0(1)) — G(f, J)(lJro(l))}

AR §rly
= p(x1,29) = H(acl,LIU;L)%H(au‘g,asg)§ — G(x1,22) > 0 et donc x1 # xo.
Des équations (E,,), on en déduit I'égalité %(xi’xg) = 0.
Et en passant a la limite, on obtient ¢'(x1,z2) = 0.

D’'apres le théoreme des fonctions implicites, il existe 719, dy, vo > 0, tels que
pour € assez petit et ay, A;, x;, (i = 1,2) vérifiant (23), on trouve un unique
T € By x, |§|Hé < 1 tel que (E,) est vérifiée pour des réels A;, B;, C;.
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Soient (T1,T2) € 2 x Q un point critique non dégénéré de ¢ tel que ©(T1,T2) > 0
et (J1,92) la solution dans (Ri)Z du systéme

correspondant au minimum sur (R%)? de la fonction
(191, 192) — % (H(fhfl)’l?% + H(EQ,EQ)'[?% — 2G(fl7fg)191’l92) — Logt19

Posons )\;%N = wies (Ui +¢), xi=7;+&. (E) devient pour v =7 :
(E) {pizVé(p,C,«f,e)

M(Cr,G2:61,€2) = W(p, (. & €)
ot V;, W sont des fonctions C telles que V;(p, (, &, €) = O(e|Loge| + p?)
Wi(p, ¢, & €) =0 [|p| +1¢P+ 1€ + (6% si N =4, eV |Loge| si N > 4)]

1 1
et M matrice 4 x 4, inversible de déterminant 4 ZELTV2 H@2.T2)2 oy 1 (7, 7,)].
o(T1,72) i
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Par le théoréme du point fixe de Brouwer, il existe une solution u, du systéme (E’)
ou p5, (5, & tendent vers 0 quand € — 0.

D'apres [4], on vérifie que u, point critique de J. sur HE (), est strictement positive
et solution de (P,) : elle se concentre en x; et x5 quand € — 0.

On calcule la dérivée seconde de J. en u. et on obtient I'indice [ + 2 de u, par
rapport a J. ou [ est l'indice de (T2, Z2) point critique de .
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LChapitre 3 : Probleme surcritique

LExemples et définitions

Exemple 1

On considére un domaine D borné régulier de RY, N > 3.
Soient ¢ € D, Bs(q) C D, § > 0 assez petit et Q@ = D\Bs(q).
On s'intéresse au probleme de Dirichlet

—Au = uP sur Q
u >0 sur Q (25)
u =0 sur 0D |J0Bs(q)

ou p est surcritique, c'est-a-dire que p > %

v

Passaseo [14] établit dans le cas d'une topologie non triviale qu'i n'existe pas de
solution du systéme (25) pour N >4 et p > %—f})’
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LExemples et définitions

Exemple 2

Soit D un domaine borné de RY. On considére le probleme

Au+uP =0 sur RN\D

u >0 sur RN\D

u=0 sur dD (26)
lim w(z)=0

|z|—+o00
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LThéorémes

Théoreme 5

N
2
|

Il existe une suite d'entiers

N +2
N -2

<p1 <p2<p3<.. avec lim p, =40 (27)
n—-+o0o

tel que si p est surcritique et p # p; pour tout 4, alors on peut trouver dg > 0 assez
petit pour lequel le probléeme (25) admet au moins une solution pour tout 0 < dg.

Théoréme 6

|
2

Lorsque N >4 et p > N+1 alors le probléme (26) admet une infinité de solutions

qui sont suffisamment petltes sur les ensembles bornés et ayant une décroissance
2

lente u(x) ~ |z|T-7.
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Merci de votre attention
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