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Quelques problèmes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
Chapitre 1 : Introduction
Définitions

Il s’agit d’équations aux dérivées partielles issues de la géométrie différentielle (pro-
blèmes de courbures, applications harmoniques, etc.) et de la physique (problème
de Yang Mills, problème des 3 corps).
On s’intéresse au problème

(P )


−∆u = up + f(x, u) sur Ω
u > 0 sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(1)

où Ω est un ouvert borné régulier dans RN , N ≥ 3, p = N+2
N−2 et f(x, 0) = 0.

Le terme perturbation f(x, u) vérifie lim
u→+∞

f(x, u)
up

= 0.
Les solutions de (P ) correspondent à des points critiques de la fonctionnelle

φ(u) = 1
2

∫
|∇u|2 − 1

p+ 1

∫
|u|p+1 −

∫
F (x, u) où F (x, u) =

∫ u

0
f(x, t)dt (2)
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p + 1 est l’exposant limite pour l’injection de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω) non

compacte. φ ne vérifie pas P.S 1 et donc quelques difficultés à en trouver des points
critiques.
Par exemple lorsque f(x, u) = λu et λ1 la première valeur propre de −∆ avec
condition de Dirchlet, on a les propositions suivantes :

Proposition 1
On suppose que N ≥ 4. Le problème (P ) admet une solution pour λ ∈]0, λ1[.
Si Ω est étoilé alors le problème (P ) n’admet aucune solution lorsque λ /∈]0, λ1[.

Proposition 2
Si N = 3 et Ω est une boule de RN alors le problème (P ) admet une solution si
et seulement si λ ∈]λ1

4 , λ1[.

1. Une fonction φ vérifie Palais Smale (P.S) si pour toute suite (un) d’un espace de Banach E
telle que φ(un) borné et ‖φ(un)‖ → 0 alors (un) relativement compact
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Cas où f(x, u) = 0
Dans le cas où f(x, u) = 0, nous traitons pour ce qui suit du problème

−∆u = up sur Ω
u > 0 sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(3)

où Ω est un ouvert borné régulier dans RN , N ≥ 3 et p = N+2
N−2

Dans ce cas les solutions de (3) correspondent aux points critiques de φ de classe
C1 dans l’espace de Banach H1

0 (Ω) :

φ(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− 1

p+ 1

∫
Ω
|u|p+1

dx (4)
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D’après [17], on considère S la constante de Sobolev pour H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω) :

S = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω |∇u|

2(∫
Ω |u|

p+1
) 2
p+1

(5)

• S dépend de N et est indépendant de Ω.
• S n’est jamais atteint lorsque Ω 6= RN et est atteint sur RN par la famille de
fonctions définies par

Ua,ε(x) = cN

[
ε

ε2 + |x− a|2

]N−2
2

(6)

où ε ∈ R+, a ∈ RN et cN = [N(N − 1)]
N−2

4 tel que les fonctions Ua,ε soient
solutions de l’équation −∆u = up sur RN .
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L’idée est d’exploiter la topologie de Ω pour établir l’existence d’une solution.
Pohozaev [3] montre que le problème (3) n’a pas de solution lorsque Ω est étoilé.
Quand Ω est un anneau c’est-à-dire Ω = {x ∈ RN/r1 ≤ x ≤ r2}, Kazdan et
Warner [5] établissent que (3) a une solution radiale.
Dans [2], J. M. Coron prouve que si Ω est un domaine avec un petit trou, alors
l’équation (3) admet une solution.

6 / 35



Quelques problèmes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
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Théorème 1
Il existe λ > 0 tel que si Ω vérifie la condition suivante :
∃ x0 ∈ RN , ∃ R1 > 0, ∃ R2 > 0 tels que R2 > λR1
{x∈ RN/R1 ≤ |x− x0| ≤ R2} ⊂ Ω et {x ∈ RN/ |x− x0| < R1} 6⊂ Ω.
Alors le problème (3) admet une solution.

Preuve
On pose x0 = 0, Σ = {u ∈ H1

0 (Ω)/
∫

Ω |∇u|
2 = 1}, Σ+ = {u ∈ Σ/u ≥ 0}

J(v) = 1(∫
Ω |v|

2N
N−2

)N−2
2

pour tout v ∈ Σ (7)

J ∈ C1(Σ) et J ′(v) = NJ(v)
(
v − J(v)

2
N−2 (−∆)−1

(
|v|

4
N−2 v

))
.

Si u = J(v) 1
2 v alors J ′(v) = 0 si et seulement si −∆u = |u|

4
N−2 u,
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c’est-à-dire si u = J(v) 1
2 v et v/Ω > 0 alors J ′(v) = 0⇔ u est soluton de (3).

On note S = inf
Σ
J = S

N
2 , Jλ = {u ∈ Σ/J(u) ≤ λ} (λ ∈ R), Jλ+ = Jλ ∩ Σ+.

Proposition 3
Soit (un) une suite d’éléments de Σ telle que J(un) = S+o(1) alors à partir d’une
sous suite (unl), il existe x ∈ Ω tel que |∇un|2l → δx (convergence en mesure).
où δx est le mésure de Dirac en x.

Soient F : u ∈ Σ 7→ F (u) =
∫

Ω x |∇u|
2 et ΠN−1 = {σ ∈ RN/ |σ| = 1}.

Lemme 1
Si V est un voisinage de Ω alors il existe ε > 0 tel que F (JS+ε) ⊂ V .

On pose uσt (x) =
[

1−t
(1−t)2+|x−tσ|2

]N−2
2 où t ∈ [0, 1[, x ∈ RN et σ ∈ ΠN−1.∫

RN |u
σ
t |

2N
N−2 et

∫
RN |∇u

σ
t |

2 sont indépendants de t et σ.
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uσt se concentre autour de σ quand t→ 1 et
∫
RN |∇u

σ
t |

2 = S
(∫

RN |u
σ
t |

2N
N−2

)N−2
N .

Soient les fonctions ϕ ∈ C∞
(
RN , [0, 1]) et ϕk ∈ C∞

(
RN , [0, 1]) pour k ≥ 1 :

ϕ(x) =
{

0 si |x| ≤ 1
4 et |x| ≥ 2

1 si 1
2 ≤ |x| ≤

3
2

; ϕk(x) =


ϕ(kx) si |x| ≤ 1

k

ϕ(xk ) si |x| ≥ k
1 ailleurs

et la projection P : Pw = w(∫
RN
|∇w|2

) 1
2
, w ∈ L1

loc(RN ) tel que |∇w| ∈ L2(RN ).

On pose vσk,t = P (ϕkuσt ).

Lemme 2
• ∀ ε > 0, ∃ η > 0 tel que
η ≤ t ≤ 1⇒ ∀ σ ∈ ΠN−1, k ≥ 1, J(vσk,t) ≤ S + ε et

∣∣∣F (vσk,t)− σ
∣∣∣ ≤ ε

• ∀ δ > 0, ∃ k0 ≥ 1 tel que
k ≥ k0 ⇒ ∀ σ ∈ ΠN−1 et ∀ t ∈ [0, 1[, J(vσk,t) ≤ S + δ
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Lemme 3
J satisfait (PS)c 2 sur Σ+ pour tout c ∈]S, 2S[.
(ind : considérer up = J(vp)

1
2 vp et se référer à [7] et [8]).

Soit δ = S
2 ou (δ ∈]0, S[). D’après le lemme 2, il existe k0 ≥ 0 tel que vσk0,t

∈ JS+δ.

On note vσt = vσk0,t/Ω et pour α ≥ 4k0, R1 = α−1, R2 = α.
Montrons alors que (3) admet une solution :
Soient ∀ t ∈ [0, 1[, ∀ σ ∈ ΠN−1, vσt ∈ Σ+ et V un voisinage compact de Ω tel
que {x/ |x| < α−1} 6⊂ V .
Lemme 1 : ∃ ε0 > 0 tel que F (JS+ε0) ⊂ V .
Lemme 2 : ∃ t0 ∈]0, 1[ tel que ∀ σ ∈ ΠN−1, si f(σ) = vσt0 et θ(σ) = F (f(σ))
alors f(σ) ∈ JS+ε0 et |θ(σ)− σ| ≤ ε0, .

2. J vérifie (PS)c sur Σ+ si pour toute suite (vn) de Σ+ telle que J(vn)→ c et J ′(vn)→ 0
alors (vn) admet une sous-suite convergente
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On note que f ∈ C0(ΠN−1, JS+ε0) et d’après ce qui précède, f n’est pas homotope
à une application constante dans C0(ΠN−1, JS+ε0).

Soit γ : [0, t0]→ C0(ΠN−1,Σ+) telle que [γ(t)](σ) = vσt ∈ JS+δ = J
3S
2 .

γ est continue, γ(t0) = f et vσ0 ést indépendant de σ.
Donc γ(0) est une application constante.
On obtient γ ∈ C0

(
[0, t0], C0

(
ΠN−1, J

3S
2
⋂

Σ+
))

et f est homotope à γ(0).

Par le lemme 3, on déduit qu’il existe v ∈ Σ+ tel que J ′(v) = 0 et S ≤ J(v) ≤ 3S
2 �
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Dans [10], O. Rey a montré que si Ω est un ouvert borné régulier privé de k boules
centrées en xi (1 ≤ i ≤ k) de rayon d, alors pour tout i = 1, ..., k, il existe pour
tout d assez petit, une solution u de (3) qui se concentre autout de xi, c’est-à-dire
|∇u|2 → S

N
2 δxi au sens des mesures sur Ω.

Hypothèses
Soient Ω un ouvert borné régulier de RN , N ≥ 3, k points distincts x1, ....xk de
Ω et d un réel strictement positif. On note Ωd = Ω

⋃
1≤i≤k

B(xi, d) où B(xi, d) ⊂ Ω

désigne la boule fermée de centre xi et de rayon d.
On considère le problème suivant :

−∆u = u
N+2
N−2 sur Ωd

u > 0 sur Ωd
u = 0 sur ∂Ωd

(8)
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Théorème 2
Pour tout i = 1, ..., k, il existe d0 > 0 tel que pour tout d < d0 le problème (8)
admette une solution u qui se concentre autour de xi, c’est-à-dire quand d → 0,
|∇u|2 → S

N
2 δxi au sens des mesures sur Ω.

Pour d assez petit, (8) admet au moins k solutions

Soient {i1, ..., ij} ⊂ {1, ..., k} et j = 1, ..., k.
Notons par M(xi1 , ..., xij ) la matrice (aαβ)1≤α,β≤j définie par{

aαα = H(xiα , xiα)
aαβ = −G(xiα , xiβ ) si α 6= β

(9)

G étant la fonction de Green du Laplacien sur Ω et H sa partie régulière.
G(x, y) = |x − y|2−N − H(x, y) sur Ω × Ω où H est harmonique par rapport à
chacune des variables et G nulle sur le bord de Ω× Ω.
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Théorème 3 (cas général)
(i) On suppose que la matrice symétrique M(xi1 , ..., xij ) est définie positive. Alors
il existe d0 > 0 tel que pour tout d < d0 le problème (8) admet une solution u qui se

concentre autour des xi1 , ..., xij c’est-à-dire lorsque d→ 0, |∇u|2 → S
N
2

j∑
m=1

δxim

au sens des mesures sur Ω.
(ii) Si M(x1, ..., xk) est définie positive, (8) admet pour d assez petit, au moins
2k − 1 solutions.

On remarque que si M(x1, ..., xk) est définie positive, alors M(xi1 , ..., xij ) est
définie positive pour tout {i1, ..., ij} ⊂ {1, ..., k}. Le nombre des parties non vides
de {1, ..., k} est 2k − 1. Donc (8) admet au moins 2k − 1 solutions.
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Preuve du théorème
Définissons sur H1

0 (Ωd) la fonctionnelle

K(u) = 1
2

∫
Ωd
|∇u|2 − 1

p+ 1

∫
Ωd
|u|

2N
N−2 (10)

Les points critiques u de K sont solutions de (8).
On considère λ ∈ R∗+, β ∈ RN .

Soient Uλ,β la fonction définie sur RN par Uλ,β(y) = λ
N−2

2

(
1 + λ2 |y − β|2

) 2−N
2

et PUλ,β sa projection sur H1
0 (Ωd) vérifiant ∆PUλ,β = ∆Uλ,β sur Ωd.

On a (N(N − 2))N−2
4 Uλ,β est solution de (8) sur RN et(∫
R
|Uλ,β |

2N
N−2

) 2−N
N
(∫

R
|∇Uλ,β |2

)
= S (11)

Supposons que (xi1 , ..., xij ) = (x1, ..., xj).
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On cherche un point critique de K de la forme u =
j∑
i=1

αiPUi + v

où PUi = PUλi,βi λi grand, βi proche de xi, αi proche de (N(N − 2))N−2
4

et v assez petit appartenant à l’espace Eλi,βi défini par :
Eλi,βi = {w ∈ H1

0 (Ωd)/ < w,PUi >H1
0
=< w, ∂PUi∂βi

>H1
0
=< w, ∂PUi∂βim

>H1
0
= 0}

où 1 ≤ m ≤ j.

Soit J(α, λ, β, v) = J(α1, ..., αj , λ1, ..., λj , β1, ..., βj , v) = K

(
j∑
i=1

αiPUi + v

)
.
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Proposition 4

u =
j∑
i=1

αiPUi + v est un point critique de K si et seulement s’il existe des réels

Ai, Bi, Cil, i, l = 1, ..., j tels que (α, λ, β, v) satisfait les équations (E) :

(E1) ∂J
∂αi

(α, λ, β, v) = 0

(E2) ∂J
∂λi

(α, λ, β, v) = Bi

〈
v, ∂

2PUi
∂λ2

i

〉
H1

0

+
j∑
l=1

Cil

〈
v,
∂2PUi
∂βl∂λi

〉
H1

0

(E3) ∂J
∂βi

(α, λ, β, v) = Bi

〈
v, ∂

2PUi
∂λi∂βi

〉
H1

0

+
j∑
l=1

Cil

〈
v,
∂2PUi
∂βl∂βi

〉
H1

0

(E4) ∂J
∂v (α, λ, β, v) =

j∑
i=1

(
AiPUi +Bi

∂PUi
∂λi

+
j∑
l=1

Cil
∂PUi
∂βl

)
(12)
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En effet on considère

αi = (N(N − 2))
N−2

4 (1 + ηi), η = (ηi)1≤i≤j (13)

λi = ρ
2

2−N
i d−

1
2 , ρ = (ρi)1≤i≤j (14)

zi = βi − xi, z = (zi)1≤i≤j (15)

où ρi ∈ C compact de R∗+, |ηi| < η0 ∀ i = 1, .., j ;
|zi| d−a < νa ∀ a ∈]0, 1[, ∀ i = 1, .., j et η0, νa des constantes.

Lemme 4
Soit un compact C de R∗+. Il existe d0, η0, νa tels que si η, ρ, z vérifient respective-
ment (13), (14), (15) et d < d0 alors on peut trouver v ∈ Eλi,βi et Ai, Bi, Cil ∈ R
tels que (α, λ, β, v) satisfait l’équation (E4).
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On en déduit pour i, l = 1, ..., j les équations (E′) :
(E′1) ηi = Vi(d, η, ρ, z)

(E′2) H(xi, xi)ρi −
j∑

m=1,m 6=i
G(xi, xm)ρm −

1
ρ3
i

= Wi(d, η, ρ, z)

(E′3) zil = Zil(d, η, ρ, z)

(16)

où Vi, Wi et Zil sont des fonctions continues qui vérifient respectivement :

Vi = O[d
N−2

2 + |η|2] (17)

Wi = O[ |z|
2

d
+ |η|+ |d|

1
2 . (1 si N 6= 4, |Log d| si N = 4)] (18)

Zil = O[d] (19)
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Supposons que M(x1, ..., xj) est définie positive.

La fonction définie par ρ 7→ ρT .M.ρ+
j∑
i=1

1
ρ2
i

admet sur
(
R∗+
)j un minimum atteint

en un point (ρ1, ..., ρj).

Posons ρi = ρi + ρ′i pour tout i = 1, ..., j. (E′2) ⇒ (E′′2) : ρ′i = W ′i (d, η, ρ′, z)
où W ′i est une fonction continue de même estimation que Wi.

Donc d’après le théorème du point fixe de Brouwer 3, pour d assez petit, le système

(E′) admet une solution vérifiant


|ηi| ≤ rd

N−2
2

|zi| ≤ rd
ρ′i ≤ rd

1
2 . (1 si N 6= 4, |Log d| si N = 4)

où r une constante strictement positive.

u =
j∑
i=1

αiPUi + v est alors solution sur Ωd de l’équation −∆u = |u|
4

N−2 u.

3. Toute application continue d’un convexe compact K d’un espace euclidien à valeurs dans K
admet un point fixe

20 / 35



Quelques problèmes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
Chapitre 1 : Introduction
Résultats

Montrons que u est positive :

En multipliant l’équation précédente par u− = max(0,−u) et intégrant sur Ωd, on
obtient

∫
Ωd |∇u|

2 =
∫

Ωd (u−)
2N
N−2 .

Or
∫

Ωd |∇u|
2 ≥ S

(∫
Ωd (u−)

2N
N−2

)N−2
N et |u−| 2N

N−2
≤ |v| 2N

N−2
≤ S 1

2 |v|H1
0

(d→ 0),
donc pour d assez petit, on a u− ≡ 0.
D’après le principe du maximum fort 4 on obtient alors u > 0 sur Ωd.

On conclut que u est bien solution de (8) et |∇u|2 → S
N
2

j∑
i=1

δxi

4. Principe du maximum fort : si une solution d’une équation aux dérivées partielles parabolique
ou elliptique définie sur D ⊂ RN atteint son maximum à l’intérieur de D alors elle est constante
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Approximation du problème (3)
Nous abordons le système sous-critique de Bahri-Coron (Pε) dans un domaine Ω
borné régulier de RN :

(Pε)
{
−∆u = |u|p−1−ε

u sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(20)

où ε un paramètre réel positif et p+1 = 2N
N−2 est l’exposant limite de Sobolev pour

l’injection H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω).

Lorsque u > 0 sur Ω alors (Pε) correspond à une approximation du problème (P ).

Soit la fonctionnelle Jε définie sur H1
0 (Ω) par

Jε(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− 1

p+ 1− ε

∫
Ω
|u|p+1−ε

dx (21)
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Les points critiques de Jε sont solutions de (Pε). Lorsque ε → 0, ces solutions uε
peuvent soit converger vers une solution de (P ), soit exploser à un nombre fini de
points de Ω. On peut établir que

uε =
j∑
i=1

αεiPδλεi ,xεi + vε (22)

où Pδλ,x est la projection surH1
0 (Ω) de δλ,x : y ∈ RN 7→ λ

N−2
2

[
1 + λ2 |y − x|2

] 2−N
2

c’est-à-dire l’unique élément de H1
0 (Ω) tel que ∆Pδλ,x = ∆δλ,x sur Ω.

Lorsque ε→ 0 alors αεi → CN = (N(N − 1))N−2
4 , xεi → xi, v

ε H
1
0 (Ω)→ 0

λεi → +∞, λεid(xεi , ∂Ω)→ 0 et λεi
λε
j

+ λεj
λε
i

+ λεiλ
ε
j

∣∣xεi − xεj∣∣2 → 0, ∀ i 6= j.
On note Pδi = Pδλi,xi et on suppose que vε ∈ Eλε

i
,xε
i
.
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Développements récents

Thérème 4
Soient N ≥ 4 et (uε) une famille de solutions de (Pε) telle que :
|∇uε| → S

N
2 (δx1 + δx2) quand ε→ 0 et (x1, x2) ∈ Ω× Ω. Alors

(i) (x1, x2) ∈ Ω× Ω
(ii) ϕ(x1, x2) = H(x1, x1) 1

2H(x2, x2) 1
2 −G(x1, x2) ≥ 0 (et donc x1 6= x2)

(iii) ϕ′(x1, x2) = 0
De plus si (x1, x2) est point critique non dégénéré de ϕ tel que ϕ(x1, x2) > 0, alors
il existe une famille de solutions de (Pε) se concentrant en x1 et x2 quand ε→ 0.

Preuve
Soit Kε(α1, α2, λ1, λ2, x1, x2, v) = Jε(α1Pδ1 + α2Pδ2 + v) sur la variété

|αi − cN | < η0, λ1 >
1
η0
, λ2 >

1
η0

λ1
λ2

+ λ2
λ1

+ λ1λ2 |x1 − x2|2 > 1
η0

v ∈ Eλi,xi , |v| < ν0; η0, d0, v0 > 0 et assez petites
(23)

24 / 35



Quelques problèmes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
Chapitre 2 : Problème sous-critique
Développements récents

Proposition
Pour que u = α1Pδ1 + α2Pδ2 + v soit point critique de Jε, il faut et il suffit que
(α1, α2, λ1, λ2, x1, x2, v) soit point critique de Kε c’est-à-dire si et seulement s’il
existe des réels Ai, Bi et Ci, i = 1, 2 tels que :

(E)



(Eαi) : ∂Kε
∂αi

= 0
(Eλi) : ∂Kε

∂λi
= Bi

∫
Ω∇

∂2Pδi
∂λ2

i
∇v + Ci

∫
Ω∇

∂2Pδi
∂λi∂xi

∇v
(Exi) : ∂Kε

∂xi
= Bi

∫
Ω∇

∂2Pδi
∂xi∂λi

∇v + Ci
∫

Ω∇
∂2Pδi
∂x2
i
∇v

(Ev) : ∂Kε
∂v =

2∑
i=1

(
AiPδi +Bi

∂Pδi
∂λi

+ Ci
∂Pδi
∂xi

)
En multipliant l’équation (Ev) par v dans H1

0 (Ω), on a une estimation de ‖v‖H1
0 (Ω),

puis en la multipliant respectivement par Pδi, ∂Pδi
∂λi

, ∂Pδi
∂xi

, on obtient des estima-
tions de Ai, Bi et Ci.

On note αi = cN − ρi et µ =
(
λ1
λ2

+ λ2
λ1

+ λ1λ2 |x1 − x2|2
) 2−N

2

Ensuite d’après [13], les équations (Eλi) de (E) deviennent pour i = 1, 2 :
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H(xεi ,x
ε
i)

(λεi)N−1 (1 + o(1)) + 2
N−2

∂µε

∂λi
(1 + o(1)) + H(xεi ,x

ε
j)

(λεi)
N
2 (λεj)

N−2
2

(1 + o(1)) = ω ε
λε
i

où ω est une constante strictement positive.

Donc µε ∼
(
λε1λ

ε
2 |xε1 − xε2|

2
) 2−N

2 quand ε → 0 et si (λεi)
2−N

2 = ω
1
2 ε

1
2ϑεi alors

H(xεi , xεi)(ϑεi)2 (1 + o(1))−G(xεi , xεj)ϑεiϑεj (1 + o(1)) = 1.

(ϑεi)2 est égal à :
H(xεi , xεi)−

1
2H(xεj , xεj)

1
2

[
H(xεi , xεi)

1
2H(xεj , xεj)

1
2 (1 + o(1))−G(xεi , xεj)(1 + o(1))

]−1

⇒ ϕ(x1, x2) = H(x1, x1) 1
2H(x2, x2) 1

2 −G(x1, x2) ≥ 0 et donc x1 6= x2.
Des équations (Exi), on en déduit l’égalité ∂ϕ

∂xi
(xε1, xε2) = 0.

Et en passant à la limite, on obtient ϕ′(x1, x2) = 0.

D’après le théorème des fonctions implicites, il existe η0, d0, ν0 > 0, tels que
pour ε assez petit et αi, λi, xi, (i = 1, 2) vérifiant (23), on trouve un unique
v ∈ Eλi,xi , |v|H1

0
< ν0 tel que (Ev) est vérifiée pour des réels Ai, Bi, Ci.
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Soient (x1, x2) ∈ Ω×Ω un point critique non dégénéré de ϕ tel que ϕ(x1, x2) > 0
et
(
ϑ1, ϑ2

)
la solution dans

(
R∗+
)2 du système

H(xi, xi)(ϑi)2 −G(xi, xj)ϑiϑj = 1, i 6= j, i, j = 1, 2 (24)

correspondant au minimum sur (R∗+)2 de la fonction
(ϑ1, ϑ2) 7→ 1

2
(
H(x1, x1)ϑ2

1 +H(x2, x2)ϑ2
2 − 2G(x1, x2)ϑ1ϑ2

)
− Logϑ1ϑ2

Posons λ
2−N

2
i = ω

1
2 ε

1
2
(
ϑi + ζi

)
, xi = xi + ξi. (E) devient pour v = v :

(E′)
{
ρi = Vi(ρ, ζ, ξ, ε)
M(ζ1, ζ2, ξ1, ξ2) = W (ρ, ζ, ξ, ε)

où Vi, W sont des fonctions C1 telles que Vi(ρ, ζ, ξ, ε) = O(ε |Logε|+ ρ2
i )

Wi(ρ, ζ, ξ, ε) = O
[
|ρ|+ |ζ|2 + |ξ|2 +

(
ε

1
2 si N = 4, ε

2
N+2 |Logε| si N > 4

)]
etM matrice 4×4, inversible de déterminant 4H(x1,x1)

1
2 H(x2,x2)

1
2

ϕ(x1,x2) dét [ϕ′′(x1, x2)].
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Par le théorème du point fixe de Brouwer, il existe une solution uε du système (E′)
où ρεi , ζεi , ξεi tendent vers 0 quand ε→ 0.

D’après [4], on vérifie que uε point critique de Jε surH1
0 (Ω), est strictement positive

et solution de (Pε) : elle se concentre en x1 et x2 quand ε→ 0.

On calcule la dérivée seconde de Jε en uε et on obtient l’indice l + 2 de uε par
rapport à Jε où l est l’indice de (x2, x2) point critique de ϕ.
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Exemple 1
On considère un domaine D borné régulier de RN , N ≥ 3.
Soient q ∈ D, Bδ(q) ⊂ D, δ > 0 assez petit et Ω = D\Bδ(q).
On s’intéresse au problème de Dirichlet

−∆u = up sur Ω
u > 0 sur Ω
u = 0 sur ∂D

⋃
∂Bδ(q)

(25)

où p est surcritique, c’est-à-dire que p > N+2
N−2 .

Passaseo [14] établit dans le cas d’une topologie non triviale qu’i n’existe pas de
solution du système (25) pour N ≥ 4 et p > N+1

N−3 .

29 / 35



Quelques problèmes elliptiques non linéaires avec exposant critique de Sobolev
Chapitre 3 : Problème surcritique
Exemples et définitions

Exemple 2
Soit D un domaine borné de RN . On considère le problème

∆u+ up = 0 sur RN\D
u > 0 sur RN\D
u = 0 sur ∂D

lim
|x|→+∞

u(x) = 0

(26)
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Théorème 5
Il existe une suite d’entiers

N + 2
N − 2 < p1 < p2 < p3 < ..., avec lim

n→+∞
pn = +∞ (27)

tel que si p est surcritique et p 6= pi pour tout i, alors on peut trouver δ0 > 0 assez
petit pour lequel le problème (25) admet au moins une solution pour tout δ ≤ δ0.

Théorème 6
Lorsque N ≥ 4 et p > N+1

N−3 alors le problème (26) admet une infinité de solutions
qui sont suffisamment petites sur les ensembles bornés et ayant une décroissance
lente u(x) ∼ |x|

2
1−p .
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